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Exercice 1 (9 points)

1. Soit x ≥ 0. Montrer par récurrence que, pour tout k ≥ 1, on a

ln(k)(x+ 1) = (−1)k−1 (k − 1)!

(x+ 1)k

2. Soient x > 0 et n ∈ N∗. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre n de la fonction

y 7→ ln(1 + y) sur l’intervalle [0, x].

3. Montrer que, pour tout x ≥ 0, on a∣∣∣∣∣ln(x+ 1)−
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk

∣∣∣∣∣ ≤ xn+1

n+ 1
∀n ≥ 1

4. Calculer lim
n→+∞

n∑
k=1

(−1)k−1

k
.

5. Montrer que la fonction x 7→ ln(x) est concave sur ]0,+∞[.

6. En déduire que, pour tous réels strictement positifs (xi)1≤i≤n (n ≥ 2), on a

(x1x2 . . . xn)
1
n ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn

n

Exercice 2 (5 points)

1. Déterminer le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f : x 7→ sin(x)

ln(1 + x)
.

2. En déduire l’équation de la tangente à la courbe de f au point (0, f(0)).

3. Préciser la position de cette tangente par rapport à la courbe de f .

Exercice 3 (6 points)

1. Déterminer le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction t 7→ ln(1 + t+ t2).

2. En déduire le développement asymptotique d’ordre 3 au voisinage de +∞ de la fonction

x 7→ ln

(
1 +

1

x
+

1

x2

)
.

3. Donner un équivalent simple au voisinage de +∞ de la fonction x 7→ ln

(
1 +

1

x
+

1

x2

)
− 1

x
.

4. Montrer que la fonction g : x 7→ x2 ln

(
1 +

1

x
+

1

x2

)
admet une asymptote au voisinage de +∞

et préciser son équation.
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